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Mövzu 15. İbtidai funksiya və qeyri-müəyyən inteqral. Qeyri-müəyyən inteqralın əsas xassələri. Əsas inteqral cədvəli
 İbtidai funksiya və qeyri-müəyyən inteqral

1. Kvadrat üçhədlinin daxil olduğu funksiyalın inteqrallarının hesablanması.
2. Dəyişənin əvəz olunması, hissə-hissə inteqrallama düsturunu müəyyən və geniş təhlil etmək. 





Tutaq ki, hər hansı  funksiyası verilmişdir. Elə  funksi-yasını tapmaq tələb olunur ki, onun törəməsi -ə bərabər olsun, yəni .




Tərif 1. Əgər  parçasının bütün nöqtələrində  bərabərliyi ödənərsə, onda  funksiyasına  funksiyasının ibtidai funksiyası deyilir.




Teorem. Əgər  və  – eyni bir  funksiyasının  parçasında ibtidai funksiyalarıdırsa, onda onların fərqi sabit ədədə bərabərdir.
İsbatı. İbtidai funksiyanın tərifinə əsasən 


	,    	(1)

eynilikləri  parçasının istənilən x nöqtəsi üçün ödənilir. Əgər 

		(2)
qəbul etsək, onda (1) bərabərliklərinə əsasən 





olduğundan  parçasından götürülmüş istənilən x üçün  olar, bu bərabərlikdən isə -in sabit olması alınır. 



 parçasında kəsilməz və diferensiallanan  funksiyasına Laqranj teoremini tətbiq edək. Laqranj düsturuna əsasən  parçasının ixtiyari  x  nöqtəsi üçün 



bərabərliyi doğrudur, burada .


 olduğundan , yaxud 

	.	(3)






Beləliklə,  funksiyası  parçasının istənilən x nöqtəsində  ədədinə bərabər qiymət alır. Bu isə  funksiyasının  parçasında sabit olması deməkdik.  sabitini C ilə işarə edərək, (2) və (3) bərabərliyindən alarıq ki,

.





Bu teoremdən alınır ki, əgər verilmiş  funksiyasının hər hansı bir  ibtidai funksiyası tapılmışdırsa, onda  üçün istənilən başqa ibtidai funksiya  şəklində olar, burada .






Tərif 2. Əgər  funksiyası  üçün ibtidai funksiyadırsa, onda  ifadəsinə  funksiyasının qeyri-müəyyən inteqralı deyilir və  simvolu ilə işarə edilir. Beləliklə, tərifə görə əgər  olarsa, onda









olar. Burada  inteqralaltı funksiya, dx inteqralaltı ifadə adlanır. Deməli, qeyri-müəyyən inteqral  funksiyaları ailəsindən ibarətdir. Həndəsi olaraq qeyri-müəyyən inteqral elə əyrilər çoxluğudur (ailəsidir) ki, bu əyrilərdən hər biri digərindən özünə paralel olaraq yuxarı və ya aşağı (yəni OY oxu boyunca) köçürmə nəticəsində alınır. Qeyd edək ki,  parçasında kəsilməz  funksiyasının ibtidai funksiyası (deməli, qeyri-müəyyən inteqralı) var. Verilmiş  funksiyasının ibtidai funksiyasını tapmağa  funksiyasını inteqrallamaq deyilir.
Tərif 2-dən alınır ki:

1. Qeyri-müəyyən inteqralın törəməsi inteqralaltı funksiyaya bərabərdir, yəni  olarsa, onda 

	.	(4)
2. Qeyri-müəyyən inteqralın diferensialı inteqralaltı ifadəyə bərabərdir:

		(5)
3. Hər hansı bir funksiya diferensialının qeyri-müəyyən inteqralı həmin funksiya ilə ixtiyari sabitin cəminə bərabərdir:

.

Qeyri-müəyyən inteqralın xassələri

Teorem 1. İki və ya bir neçə funksiyanın cəminin qeyri-müəyyən inteqralı onların inteqrallarının cəminə bərabərdir

	 .	(1)

Teorem 2. Sabit vuruğu inteqral işarəsi xaricinə çıxarmaq olar, yəni  olarsa, onda

	. 	(2)
Qeyri-müəyyən inteqralı hesablayarkən aşağıdakı qaydaları nəzərə almaq faydalı olur.

Əgər  olarsa, onda

1. 

2. 

3. 
İnteqrallar cədvəli


1.   (). (Burada və digər düsturlarda S ixtiyari sabitdir.)

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11. 

11'. 

12. 

13. 

13'. 

14.  

Mövzu 16. Qeyri-müəyyən iqteqralın tapılması üsulları
İnteqrallamanın əsas üsulları
1. Eyler əvəzləmələrinin köməyilə, həmçinin universal əvəzləmələrinin köməyi ilə inteqralları hesablamaq və geniş təhlil etmək.

Verilmiş inteqralı hesablamaq üçün, əgər mümkündürsə, bu və ya başqa üsullardan istifadə edərək onu cədvəl inteqralına gətirib hesablamaq lazımdır.
Daha vacib inteqrallama üsulları aşağıdakılardır: ayırma üsulu, dəyişəni əvəzetmə üsulu və hissə-hissə inteqrallama üsulu.
1. Ayırma üsulu. Bu üsulun mahiyyəti ondan ibarətdir ki, inteqralaltı funksiya inteqralları asan hesablana bilən funksiyaların cəmi şəklində göstərilir, sonra isə hər bir inteqral ayrılıqda hesablanır.


2. Dəyişəni əvəzetmə, yaxud əvəzləmə üsulu. Tutaq ki,  inteqralını tapmaq lazımdır və  üçün ibtidai funksiyanın varlığını bilirik, lakin onu bilavasitə tapmağı bacarmırıq.
İnteqralaltı funksiyada 

		(1)


qəbul edərək dəyişəni əvəz edək; burada  kəsilməz, törəməsi və tərs funksiyası olan funksiyadır. Onda . İsbat etmək olar ki,

	 	(2)
bərabərliyi doğrudur. Burada belə hesab edirik ki, inteqralladıqdan sonra bərabərliyinin sağ tərəfində t-nin yerinə onun (1) bərabərliyindən tapılmış x ilə ifadəsi yazılacaqdır.
3. Hissə-hissə inteqrallama. Tutaq ki, u və v kəmiyyətləri 
x-in diferensiallana bilən funksiyalarıdır. Onda məlum olduğu kimi uv  hasilinin diferensialı


düsturu ilə hesablanır. Bu bərabərliyin hər iki tərəfini inteqrallamaqla

,
yaxud




alarıq. Axırıncı düstura hissə-hissə inteqrallama düsturu deyilir. Bu düsturu tətbiq etmək o halda əlverişlidir ki, verilən inteqralda inteqralaltı ifadəni u və dv kimi iki vuruğun hasili şəklində elə göstərmək mümkündür ki, dv diferensialına görə v funksiyasını tapmaq və  inteqralını hesablamaq  inteqralını bilavasitə hesablamaqdan asan olsun.


 Kvadrat üçhədlinin daxil olduğu bəzi
funksiyaların inteqrallanması

I. Aşağıdakı inteqrala baxaq

.
Məxrəcdəki üçhədlini çevirib, kvadratlar cəmi və ya fərqi şəklində göstərək:

,
burada




işarə edilmişdir. -nın işarəsi sol tərəfdə duran ifadənin müsbət və ya mənfi, başqa sözlə  üçhədlisinin köklərinin kompleks və ya həqiqi olmasından asılı olaraq götürülür .

Beləliklə,  inteqralı



şəklini alır. Sonuncu inteqralda  əvəzləməsini aparsaq, alarıq



Bu isə cədvəl inteqralıdır (11' və 12-ci düsturlara bax).
II. Nisbətən ümumi şəkildə olan 


inteqralını nəzərdən keçirək. İnteqralaltı funksiyada eynilik çevirməsi aparaq:


Axırıncı inteqralı iki inteqralın cəmi şəklində göstərək və sabit vuruqları inteqral işarəsi xaricinə çıxaraq:





Burada ikinci inteqral  inteqralıdır. Birinci inteqralda isə   gəbul edərək dəyişəni əvəz edək, onda  və


Beləliklə,


III. Aşağıdakı


inteqralına baxaq. I bənddəki çevirmələrin köməyi ilə bu inteqral aşağıdakı cədvəl inteqrallarından birinə gətirilir (cədvəldə 13' və 14 düsturuna bax):




 olduqda ,   olduqda isə .
IV. İndi isə 


şəklində olan inteqrallara baxaq. Bu inteqrallar II bənddəki çevirmələrə oxşar çevirmələrin köməyi ilə hesablanır. Doğrudan da,






Alınmış inteqrallardan birincinə  əvəzləməsi tətbiq etsək onda  və 

.
İkinci inteqrala isə bu paraqrafın III bəndində baxmışıq.

Mövzu 17.  Rasional kəsrlər. Sadə rasional kəsrlər və
onların inteqrallanması
1. Rasional irrasinal ifadələrin inteqrallarını müəyyən etmək.
2. Rasional kəsrin sadə kəsrlərə ayırması
3.  Sadə irrasionallıqların inteqrallanması



İstənilən rasional funksiya iki çoxhədlinin nisbətindən ibarət rasional kəsr şəklində olur. Mühakimənin ümumiliyini azaltmadan, bu çoxhədlərinin ortaq vuruqlarının olmadığını fərz edə bilərik. 
Surətinin dərəcəsi məxrəcinin dərəcəsindən kiçik olan kəsrlər düzgün, əks halda isə düzgün olmayan kəsrlər adlanır.
Düzgün olmayan kəsrin surətini məxrəcinə bölərək (çoxhədlilərin bölünməsi qaydasına əsasən) onu müəyyən bir çoxhədli ilə düzgün kəsrin cəmi şəklində göstərmək olar:

,


burada – çoxhədli,  isə düzgün kəsrdir.
Tərif. Aşağıdakı şəkildə olan düzgün kəsrlərə uyğun olaraq I, II, III  və IV növ sadə kəsr deyilir:

I. 

II.    (k müsbət tam ədəddir və k≥2),


III.   (məxrəcin kökləri kompleks ədədlərdir, yəni ),

IV.  (k müsbət tam ədəddir və k≥2,məxrəcin kökləri kompleks ədədlərdir).
I, II və III növ sadə kəsrlərin inteqrallanması çətin olmadığından onları izah etmədən verə bilərik:

I. 

II. 



III. 





 (bax §5).

IV.




Burada birinci inteqral  əvəzləməsi tətbiq edilməklə hesablanır. Doğrudan da 





İkinci inteqralı  ilə işarə edək və aşağıdakı kimi çevirək:


burada



qəbul edilmişdir (şərtə əsasən məxrəcin kökləri kompleks ədədlərdir, deməli, ). Sonra isə hesablamanı belə aparırıq:



		(1)
Axırıncı inteqralı aşağıdakı kimi çevirək:




Alınmış inteqralı hissə-hissə inteqrallayaraq:


Bu ifadəni (1) bərabərliyində yerinə yazaq:










Sağ tərəfdə də  şəklində  inteqralı var, lakin inteqralaltı funksiyanın məxrəcinin dərəcəsi bir vahid kiçikdir, yəni k-1-dir. Beləliklə,  inteqralını  inteqralı ilə ifadə etdik.
Bu qayda ilə davam etməklə, məlum inteqrala gəlib çıxarıq:


t və m-in yerinə onların ifadələrini yazsaq IV inteqralının x və verilmiş A, B, p, q ədədləri vasitəsi ilə ifadəsini alarıq.

 Rasional kəsrin sadə kəsrlərə ayırması

Tutaq ki,  düzgün rasional kəsri verilmişdir. Fərz edək ki, surət və məxrəcdəki çoxhədlilərin əmsalları həqiqi ədədlərdir və kəsr ixtisar olunmayandır (yəni surət və məxrəcin ortaq kökləri yoxdur).



Teorem 1. Tutaq ki,  məxrəcin k dəfə təkrarlanan köküdür, yəni . Onda verilmiş düzgün kəsrini aşağıdakı kimi digər iki düzgün kəsrin cəmi şəklində göstərmək olar:




burada A sıfra bərabər olmayan sabit,  isə dərəcəsi  məxrəcinin dərəcəsindən kiçik olan çoxhədlidir.




Teorem 2. Tutaq ki,  və burada  çoxhədlisi  ifadəsinə bölünmür. Onda  düzgün kəsrini aşağıdakı kimi digər iki düzgün kəsrin cəmi şəklində göstərmək olar:




burada  çoxhədlisinin dərəcəsi  çoxhədlisinin dərəcəsindən kiçikdir.


İndi isə  düzgün kəsrinə 1 və 2 teoremlərini tətbiq edərək  məxrəcinin bütün köklərinə uyğun sadə kəsrləri ardıcıl olaraq ayıraq. Beləliklə, aşağıdakı nəticəni alarıq.
Əgər



olarsa, onda  düzgün rasional kəsrini aşağıdakı şəkildə yazmaq olar:


.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .




.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .




Buradakı  əmsallarını belə bir mülahizəyə görə təyin etmək olar: yazılmış bərabərlik eynilikdir, ona görə də sağ tərəfdəki kəsrləri ümumi məxrəcə gətirdikdən sonra sağ və sol tərəflərin surətlərində eyni çoxhədlilər alarıq. x-lərin eyni dərəcələrinin qarşısındakı əmsallarını bərabərləşdirərək  məchul əmsallarını tapmaq üçün tənliklər sistemini alarıq. Əmsalların tapılmasının bu üsülu naməlum əmsallar üsulu adlanır.
Beləliklə, göstərdik ki, istənilən düzgün rasional kəsr sadə rasional kəsrlərin cəmi şəklində göstərilə bilər.
 Sadə irrasionallıqların inteqrallanması

I.  inteqralına baxaq, burada R – öz arqumentlərinin rasional funksiyasıdır. 



Tutaq ki, k ədədi  kəsrlərinin ortaq məxrəcidir.   əvəzləməsi aparaq. Onda x-ın hər bir kəsr üstlü qüvvəti 
t-nin tam qüvvəti ilə ifadə olunar və deməli, inteqralaltı funksiya t-nin rasional funksiyasına çevrilər.
II. İndi 


şəklində inteqrala baxaq. Bu inteqral 



əvəzləməsinin köməyi ilə t-nin rasional funksiyasının inteqralına gətirilir, burada k ədədi  kəsrlərinin ümumi məxrəcidir.


 () şəklində inteqrallar
Belə inteqrallar aşağıdakı Eyler əvəzləmələrinin köməyi ilə yeni dəyişəninin rasional funksiyasının inteqralına gətirilir.

1. Eylerin birinci əvəzləməsi. Əgər olarsa,



əvəzləməsini qəbul edirik. Müəyyənlik üçün -nın işarəsini müsbət götürək. Onda


olar. Buradan isə x dəyişəni  t-nin rasional funksiyası kimi tapılır:



(deməli, dx də t ilə rasional şəkildə ifadə olunar). Buna görə   ifadəsi  t-nin rasional funksiyası olur



Beləliklə, ,  x  və  dx  ifadələri  t  vasitəsi ilə rasional şəkildə göstərilir; deməli, verilmiş inteqral t-nin rasional funksiyasının inteqralına gətirilir.

2. Eylerin ikinci əvəzləməsi. Əgər olarsa,



əvəzləməsini aparaq. Onda (müəyyənlik üçün  qarşısındakı işarəni müsbət götürək)

.
Buradan x  rasional funksiya kimi t ilə ifadə olunur:





Göründüyü kimi, dx və  də t ilə rasional şəkildə 
ifadə olunur; ona görə x,  və dx-in qiymətlərini  inteqralında yerinə yazaraq onu t-nin rasional funksiyasının inteqralına gətirərik.



3. Eylerin üçüncü əvəzləməsi. Tutaq ki,  və  həqiqi ədədləri üçhədlisinin kökləridir. 



qəbul edək.   olduğundan






Buradan x dəyişəni t-nin rasional funksiyası kimi ilə ifadə olunur:

.

dx və  də t ilə rasional ifadə olunduqlarından, verilmiş inteqral t-nin rasional funksiyasının inteqralına gətirilir.



Qeyd. Eylerin üçüncü əvəzləməsi yalnız  olduqda deyil,  olduqda da tətbiq olunur, ancaq  çoxhədlisinin köklərinin həqiqi olmalıdır.

Triqonometrik funksiyaların inteqrallanması

Əvvəlcə

		(1)
şəklində inteqrala baxaq. Göstərmək olar ki, bu inteqral

		(2)



əvəzləməsinin köməyi ilə həmişə rasional funksiyanın inteqralına gətirilə bilər.  və  funksiyalarını  vasitəsi ilə, deməli  t  ilə ifadə edək:




Daha sonra




Beləliklə, ,  və dx  yeni t  dəyişəni ilə rasional ifadə edildilər. Rasional funksiyanın rasional funksiyası rasional funksiya olduğundan, alınmış ifadələri (1) inteqralında yerinə yazıb, rasional funksiyanın inteqralını alarıq:



Baxılan əvəzləmə  şəklində olan istənilən funksi-yanı inteqrallamağa imkan verir. Ona görə də bəzən onu «universal triqonometrik əvəzləmə» adlandırırlar. Lakin praktikada o, çox zaman həddən artıq mürəkkəb rasional funksiyalara gətirib çıxarır. Ona görə də “universal” əvəzləmə ilə birlikdə bəzi hallarda məqsədə daha tez nail olmağa imkan verən digər əvəzləmələri də bilmək faydalıdır.




1) Əgər inteqral  şəklindədirsə, onda   əvəzləməsi onu  şəklində inteqrala gətirir.



2) Əgər inteqral  şəklində olarsa, onda o,   əvəzləməsi ilə rasional funksiya inteqralına gətirilər.



3) İnteqralaltı funksiya yalnız -dən asılı olarsa, onda   əvəzləməsi həmin inteqralı rasional funksiya inteqralına gətirir:









4) Əgər inteqralaltı funksiya  şəklində olarsa, ancaq  və  yalnız cüt dərəcədən daxildirsə, onda həmin  əvəzləməsi tətbiq olunur, çünki  və  funksiyaları  ilə rasional şəkildə ifadə olunur:



 


5) İndi  şəkilli bir inteqrala da baxaq: inteqral işarəsi altında  hasili durur (burada m və n tam ədədlərdir). Burada üç hala baxaq.


a)  inteqralında m və n ədədlərindən heç olmasa biri tək ədəddir. Müəyyənlik üçün n ədədinin tək olduğunu qəbul edək  () və inteqralı çevirək:






 əvəz edək, onda  və 


olar. Bu isə t-nin rasional fnksiyasının inteqralıdır.


b) , burada m və n mənfi olmayan cüt ədədlərdir.  qəbul edib, triqonometriyadan məlum olan düsturları yazaq:


	  	(3)
Bu ifadələrinin qiymətlərini inteqralda yerinə yazsaq alarıq




Qüvvətə yüksəldib, mötərizələri açdıqdan sonra  funksiyasının tək və cüt dərəcəli qüvvətlərini alarıq. Tək dərəcəli hədlər a) halında göstərilən qayda ilə inteqrallanır, cüt dərəcəli qüvvətlərin dərəcəsini isə yenə (3) düsturlarının köməyi ilə azaldırıq. Bu qaydanı davam etdirərək  həddinə gəlib çıxarıq, bu isə asan inteqrallanır.


c) Əgər hər iki qüvvət üstü cüt və heç olmasa biri mənfi olarsa, onda yuxarıda göstərdiyimiz üsül bir nəticə vermir. Bu halda  (yaxud ) əvəzləməsi əlverişlidir.
6) Sonda



şəklində inteqrallara baxaq. Bunlar aşağıdakı düsturların () köməyi ilə hesablanır:










Mövzu 18. Müəyyən inteqral. Müəyyən inteqralın əsas xassələri. 
Müəyyən və qeyri-müəyyən inteqrallar arasında əlaqə

Müəyyən inteqral
1. Müəyyən inteqralın əsas xassələrini, Nyuton-Leybnis düsturunu tətbiq etməklə hesablamaq. 
2. Müəyyən inteqralları tətbiq etməklə sahələrin, həcmlərin,qövs uzunluqlarını tapmaq üçün düsturlar vermək. 




Tutaq ki,  parçasında kəsilməz  funksiyası verilmişdir. Bu parçanı  bölgü nöqtələri ilə n ixti-yari hissələrə bölək, belə ki, 





,  , … , 



işarələrini qəbul edək. parçalarının hər birində bir  nöqtəsi götürək () və aşağıdakı cəmi düzəldək

		(1)




Bu cəmi -nin xüsusi parçalara verilmiş bölgüsunə və  aralıq nöqtələrinin verilmiş seçiminə uyğun olan  parçasında  funksiyası üçün inteqral cəmi adlandıracıq.




 olduqda  inteqral cəminin həndəsi mənası aydındır: o oturacaqları  və hündürlükləri  olan düzbucaqların sahələri cəminə bərabərdir (şəkil 21).



İndi, , , …,  parçaları içərisində ən böyük olanının uzunluğunux

O
xn = b
x1
x2
xn-1
x0 = a
1
2
A1
A0
A2
A3
A2n-1
A2n
 y =  f(x)
Шякил 21
n
 f(1)
 f(2)
 f(n)
 y
Шякил 21



ilə işarə edək.



Tərif. Əgər  şərtində (1) inteqral cəminin sonlu I limiti varsa, onda bu limit  funksiyasının  parçasında müəyyən inteqralı adlanır və aşağıdakı kimi işarə edilir

		(2)



Bu halda  funksiyasına  parçasında inteqrallanan funksiya deyilir.  – inteqralaltı funksiya, a və b ədədləri uyğun olaraq inteqralın aşağı və yuxarı sərhədləri, x isə inteqrallama dəyişəni adlanır. 



 olduqda  inteqralı ədədi qiymətcə əyrixətli trapesiya adlanan fiqurun sahəsinə bərabər olur. Əyrixətli trapesiya (şəkil 22) yuxarıdan  funksiyasının qrafiki, aşağıdan OX oxu və yanlardan x=a, x=b düz xətləri ilə hüdudlanan fiqura deyilir. y
 y = f (x)
b
a
x
O
Шякил 22



Teorem. Əgər  funksiyası  parçasında kəsilməzdirsə, onda həmin parçada inteqrallanandır.

Müəyyən inteqralın əsas xassələri


1. Müəyyən inteqral yalnız  funksiyasının şəklindən və inteqralın sərhədlərindən asılı olur, inteqrallama dəyişənindən isə asılı olmur. Ona görə də inteqrallama dəyişənini istənilən hərflə işarə etmək olar:

.
2.  Əgər yuxarı və aşağı sərhədlər üst-üstə düşərsə, onda inteqral sıfra bərabərdir:

.
3. Yuxarı və aşağı sərhədlərin yerini dəyişəndə inteqral öz qiymətini əksinə dəyişər

.
4. a, b, c ədədlərinin neçə olmalarından asılı olmayaraq aşağıdakı bərabərlik doğrudur

.

5. Sabit vuruğu müəyyən inteqral işarəsi xaricinə çıxarmaq olar, yəni  olduqda

.
6. Bir neçə funksiyanın cəbri cəminin müəyyən inteqralı toplananların inteqrallarının cəbri cəminə bərabərdir

.


7. Əgər  parçasınında  olarsa, onda 

.


8.  parçasında  olarsa, onda

.


9.  parçasında təyin olunmuş  funksiyası üçün aşağıdakı bərabərlik doğrudur:

.



10. Əgər m və M ədədləri  funksiyasının  parçasında ən böyük və ən kiçik qiymətləri və  olarsa, onda

.



11. Orta qiymət haqqında teorem. Əgər  funksiyası  parçasında kəsilməzdirsə, onda bu parçada elə  nöqtəsi tapmaq olar ki, aşağıdakı bərabərlik doğru olsun:

.
§ 3. Müəyyən və qeyri-müəyyən inteqrallar
arasında əlaqə

Tutaq ki,  inteqralının aşağı sərhədi həmişəki kimi sabit ədəddir, lakin yuxarı sərhədi – b dəyişir. Onda inteqralın qiyməti də dəyişər, yəni inteqral yuxarı sərhədin funksiyasıdır.

Yuxarı sərhədi x ilə işarə edək və bunu inteqrallama dəyişəni ilə qarışdırmamaq üçün sonuncunu t ilə işarə edək 

a sabit olduğundan bu inteqral yuxarı sərhədin, yəni x-in funksiyasını təyin edir. Bu funksiyanı  ilə işarə edək
x+x
 y = f (x)
a
x
 y
x
X
A
O

(x)
 f (
Шякил 23


		       (1)


Əgər  mənfi deyilsə,  funksiyası ədədi qiymətcə aAXx əyrixətli trapesiyasının sahəsinə bərabərdir (şəkil 23). Aydındır ki, həmin sahə 
x-dən asılı olaraq dəyişir.

Teorem. Əgər  funksiyası kəsilməzdirsə, onda yuxarı sərhədi dəyiəşən olan müəyyən inteqralın törəməsi vardır və inteqralaltı funksiyanın yuxarı sərhəddə aldığı qiymətə bərabərdir, yəni 

		(2)



İsbatı. x-in ixtiyari  qiymətini götürək və ona elə  artımı verək ki, . Onda müəyyən inteqralın 4-cü xassəsinə əsasən alarıq: 



Buradan  funksiyasının artımını tapaq:

.
Orta qiymət haqqında teoremi (11-ci xassə) tətbiq etsək, alarıq

,

burada  ədədi x ilə x + x arasındadır. Bərabərliyin iki tərəfini də x bölək

.






Əgər indi , onda  və  funksiyası  parçasında kəsilməz olduğu üçün . Onda axırıncı bərabərlikdə  şərtində limitə keçsək alarıq



və ya . Teorem isbat olundu.






Beləliklə, müəyyən edilib ki, istənilən  parçasında kəsilməz  funksiyasının bu parçada ibtidai funksiyası var və  funksiyası – yuxarı sərhədi dəyişən olan müəyyən intaqral –  üçün ibtidai funksiyadır.  funksiyası üçün başqa ibtidai funksiya -dan yalnız C sabitinə fərqləndiyindən biz müəyyən və qeyri-müəyyən inteqral arasında olan əlaqəni müəyyən etmiş oluruq:





Mövzu 19. Nyuton-Leybnis düsturu. Müəyyən inteqralın hesablanması üsulları

1. Müəyyən inteqralda dəyişəni əvəzetmə
2. Hissə-hissə inteqrallama


Teorem. Əgər F(x) funksiyası verilmiş -in ibtidai funksiyalarından biri olarsa, onda

		(1)
düsturu doğrudur. Bu düstura Nyuton-Leybnis düsturu deyilir.



İsbatı. Tutaq ki, F(x) funksiyası-in hər hansı bir ibtidai funksiyasıdır. Yuxarıda isbat olunan teoremə görə  funksiyası da  üçün ibtidaidir. Verilən funksiyanın iki ibtidaisi bir-birindən C sabiti qədər fərqləndiyindən aşağıdakı kimi yazmaq olar

		(2)

C  sabiti düzgün seçildikdə bu bərabərlik istənilən x üçün doğrudur, yəni eynilikdır. Bu C sabitini tapmaq üçün bu eynilikdə  götürək, onda 

,


yaxud ; və buradan 
Deməli,

.
Burada x = b götürməklə Nyuton-Leybnis düsturunu alarıq

,
və yaxud inteqrallama dəyişəni x götürərək

.
Əgər fərqi simvolik olaraq


şəklində işarə etsək, onda (1) düsturunu belə yazmaq olar

.
İnteqralaltı funksiyanın ibtidai funksiyası məlum olduqda Nyuton-Leybnis düsturu müəyyən inteqralı hesablamaq üçün əlverişli üsul verir.
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