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[bookmark: _GoBack]Giriş
Kombinatorika latın sözü olan «combina» sözündən götürülüb, mənası birləşdirmək deməkdir. 
Kombinatorika – riyaziyyatın diskret obyektləri, çoxluqlar (elementlərin uyğunlaşması, yerdəyişməsi və sadalanması) və onlar üzərində münasibətləri öyrənən bölməsidir. Kombinatorika riyaziyyatın cəbr, həndəsə, ehtimal nəzəriyyəsi kimi sahələri ilə sıx bağlı olub, geniş tətbiq sahəsinə malikdir. “Kombinatorika” terminini Leybnis daxil etmişdir. O, 1966-cı ildə “Kombinator incəsənət haqqında düşüncələr” adlı əsər dərc etdirmişdir. 
Kombinatorika dedikdə bəzən diskret riyaziyyatın daha geniş bölməsi başa düşülür. Bura, əsasən, qraflar nəzəriyyəsi daxil edilir. 
Kombinatorikanı 1920-ci ildə M.Şeynfinkel (M. Schonfinkel) riyazi anlayış kimi təyin etmişdir. Sonralar X.Karri bu məsələ ilə daha ətraflı məşğul olmağa başladı. O, kombinatorikanın əsas inkişaf mərhələsini vermişdir. Elə o zamanlar Çörç, Rosser və Klini λ-konversiyaları inkişaf  etdirməyə başladılar. 1970-ci illərdən kombinatorika məntiqi sistemlərə, isbat nəzəriyyəsinə, proqramlaşdırma dillərinə və kompüter elmlərinə tətbiq olunmağa başlandı. 
Kombinator məsələləri həll edərkən, adətən kombinator konfiqurasiyanın modellərindən istifadə olunur. Kombinator konfiqurasiyalara misal olaraq aşağıdakıları göstərmək olar: yerləşmə, yerdəyişmə, uyğunlaşma, ədədlərin kompozisiyası, ədədlərin bölünməsi.
Bunlar haqqında ətraflı məlumat verək.
n elementdən k yerləşmə n elementli çoxluğun k sayda müxtəlif elementinin nizamlanmış yığımına deyilir. 
n elementdən (məsələn, 1,2,3,...,n) yerdəyişmə bu elementlərin müəyyən nizamlanmış yığımına deyilir. Yerdəyişmə həm də elə n elementdən n yerləşmədir. a1 , a2 , a3 , …, an . n elementdən k uyğunlaşma bu n elementdən seçilmiş k sayda elementin yığımına deyilir. Bir elementinin yerini dəyişməklə, aılnan yığımlar eyni olur, bununla da uyğunlaşma yerləşmədən fərqlənir. 
n ədədin kompozisiyası bu müsbət tam ədədlərin müəyyən nizamlanmış cəminə deyilir.   
 n ədədin bölünməsi bu müsbət tam ədədlərin nizamlanmamış cəminə deyilir.   
Kombinator məsələlərə nümunə olaraq aşağıdakıları göstərək:
n əşyanı m qutuya verilmiş məhdudiyyətlər daxilində  neçə üsulla yerləşdirmək olar?
m elementli çoxluqdan n elementli çoxluğa təsir edən verilmiş məhdudiyyətləri ödəyən neçə F funksiyası vardır?
52 oyun kartından neçə üsulla müxtəlif yerdəyişmələr qurmaq olar? 
Cavab:  52! Yəni, 
80658175170943878571660636856403766975289505440883277824000000000000 və ya təqribi olaraq 8,0658 × 1067 üsulla. 
Kombinatorikanın aşağıdakı bölmələri vardır: sadalama kombinatorikası, struktur kombinatorikası, ekstremal kombinatorika, Ramsey nəzəriyyəsi, ehtimal kombinatorikası, topoloji kombinatorika.
Sadalama kombinatorikası (bəzən buna sayma kombinatorikası da deyirlər) üzərinə müəyyən məhdudiyyətlər qoyulmuş sonlu çoxluğun elementlərindən təşkil olunmuş müxtəlif konfiqurasiyaların sadalanması və ya sayının hesablanmasına deyilir. Çoxluq üzərində bəzi manipulyasiya nəticəsində alınan konfiqurasiyalar toplama və vurma qaydalarına əsasən aparılır. Bu bölməyə aid tipik misal yerdəyişmələrin sayının tapılmasıdır. 
Struktur kombinatorikasına qraflar nəzəriyyəsinin və eləcə də matroidlər nəzəriyyəsinin bəzi məsələləri aiddir. 
Ekstremal kombinatorikaya müəyyən xassələri ödəyən qrafın ən böyük ölçüsünün tapılması məsələsi aiddir.
Ramsey nəzəriyyəsi elementlərin təsadüfi konfiqurasiyalarında requlyar quruluşun mövcudluğunu öyrənir. Ramsey nəzəriyyəsinə misal olaraq aşağıdakını göstərmək olar:
6 nəfərlik qrupdan elə 3 nəfəri tapmalı ki, ya onlar cüt-cüt tanış olsunlar, ya da cüt-cüt tanış olmasınlar. 
Struktur konbinatorikası terminində bu məsələ aşağıdakı kimi olur:
6 təpəsi olan istənilən qrafda ölçüsü 3 olan ya dəstə, ya da sərbəst çoxluq tapmalı.
Ehtimal kombinatorikası verilmiş çoxluğun müəyyən xassəyə malik olmasının ehtimalını öyrənir. 
Topoloji kombinatorika kombinatorikanın topologiyada analoqunu öyrənir. Ondan məsələn, ağaclarda həllin tapılmasının, qismən nizamlanmış çoxluqların, qrafların rənglənməsinin və s. öyrənilməsində istifadə olunur. 
İndi isə kombinatorikanın elementləri haqqında ətraflı məlumat verək.





Fərz edək ki,  sonlu çoxluğu verilmişdir.  çoxluğunun  elementlərindən düzəldilmiş yığıma  və ya  seçmə deyilir. 
	Seçmədə elementlərin düzülüş qaydası verilibsə, bu seçmə  nizamlanmış, əks halda isə, nizamlanmamış adlanır.



Seçmədə elementlər təkrarlana və ya təkrarlanmaya bilər, yəni seçmələr təkrarlanan və ya təkrarlanmayan ola bilər. 	Nizamlanmış təkrarlanmayan seçmə  və ya   və ya  n  elementdən  k-ya görə birləşmə adlanır, başqa sözlə, bu,  çoxluğunun k-elementli alt çoxluğudur.


Nizamlanmış təkrarlanmayan seçmə  və ya   yerdəyişmə və ya n  elementdən  k-ya görə yerdəyişmə adlanır. 




 Təkrarlanan nizamlanmamış  və ya    seçmə  və ya   - təkrarlanan birləşmə adlanır.




 Təkrarlanan nizamlanmış  və ya    seçmə  və ya   - təkrarlanan yerdəyişmə adlanır.



 Təkrarlanmayan birləşməsi n  elementdən  ibarət yerdəyişmə adlanır. Məsələn, ixtiyari  çoxluğunu götürək və 3 elementdən iki-iki birləşmələr quraq:  3 elementdən iki-iki təkrarlanan birləşmələr quraq: 


 

3 elementdən iki-iki təkrarlanmayan birləşmələr quraq: 
3 elementdən iki-iki təkrarlanan yerdəyişmələr quraq:   





	3 elementdən ibarət bütün yerdəyişmələri quraq:

	

































§1. Kombinatorikanın əsas qanunları.




1) Cəmləmə qanunu: Əgər  elementi  üsulla, elemeti 




isə digər  üsulla seçilə bilirsə,  və yaxud elementi  üsulla seçilə bilər.
2) 








Hasil qanunu: Tutaq ki,  yığımı  və  elementlərinin ardıcıl seçilməsi ilə qurulub, belə ki,  elementi  üsulla,  elementi isə digər  üsulla seçilib, onda bütün nizamlanmış  cütləri  üsulla qurula bilər.
3) 










Ümumiləşmiş hasil qanunu: Tutaq ki,  yığımı  elementlərinin ardıcıl seçilməsi ilə alınır, belə ki,  elementi  üsulla,  elementi  üsulla  və s. və nəhayət, hər bir seçilmiş  seçimi üçün  elementi  üsulla seçilir. Onda, bütün nizamlanmış  yığımları  üsulla seçilə bilər.

 ilə bütün təkrarlanmayan birləşmələrin sayını işarə edək, buna aranjeman deyilir:

                      
Deməli, hər birində k element olmaqla n elementli çoxluğun elementlərindən düzələn və bir-birindən elementlərinin sırasına və müxtəlifliyinə görə fərqlənən birləşmələrə aranjeman deyilir.
n elementli çoxluğun elementlərindən düzələn k uzunluqlu kortejlərə, n elementdən hər birində k element olmaqla düzələn təkrarlı aranjemanlar deyilir.

 ilə bütün təkrarlanan birləşmələrin sayını işarə edək, bu, təkrarlı aranjemandır: 

                               

 ilə bütün n elementdən ibarət yerdəyişmələrin sayını işarə edək, buna permutasion deyilir:

                        
Hər birində n element olmaqla n elementdən düzələn və yalnız elementlərinin sırasına görə fərqlənən aranjemanlara permutasion deyilir.

	 ilə bütün n elementdən k sayda təkrarlanmayan seçimlərin sayını işarə edək, buna kombinezon deyilir:

                
Hər birində k element olmaqla n elementdən düzələn və yalnız elementlərinin müxtəlifliyinə görə fərqlənən aranjemanlara kombinezon deyilir.
	Tərifdən görünür ki, hər birində k element olmaqla n elementdən düzəldilmiş kombinezonlar heç olmasa bir elementlərinə görə fərqlənməlidir.
Nyuton binomu aşağıdakı kimi yazılır:


Göründüyü kimi onun əmsalları kombinezonlardır.

-lara binomial əmsallar deyirlər.
Binomial əmsalların aşağıdakı xassələri vardır:

1. 

2. 

3. 


təkrarlanan bütün  birləşmələrinin sayıdır.












§2. II   növ Stirlinq ədədi.


II növ  Stirlinq ədədi     n elementli çoxluğun k sayda bloka bölünməsi kimi təyin olunur.


        harada ki, , X  çoxluğunun k sayda bloklara bölünməsidir.


	Misal 3.1.  belə ki, dörd elementli  çoxluğunun iki bloka 7 bölünməsi vardır:












	Aydındır ki,  üçün  eləcə də.
	İndi II növ Stirlinq ədədi ilə bağlı eynilikləri verək.

1) ,

2) 

3) .
	Bu düsturlardan   birincisini  isbat edək.


 çoxluğunun k sayda bloklara bütün bölunmələrinə baxaq. Aydındır ki, bu çoxluq 2 müxtəlif kəsişməyən sinifə ayrılır (bölünür):  bir  sinfə yalnız və yalnız bir elementli   bloku saxlayan bölünmə daxildir, digər sinfə isə yalnız və yalnız elə bölünmələr daxildirlər ki, orada hər blokda ən azı 2 elementli blok olsun.






	 Aydındır ki, I sinfin gücü -ə  bərəbərdir, o,  çoxluğunun k-1 sayda bloka bölünmələrinin sayını göstərir. O biri sinfin gücü ya bərabərdir, belə ki,  çoxluğunun k sayda bloka hər bölünməsinə (belə bölünmələrin sayı  dır) bu sinifdə hər bloka növbə ilə  elementini əlavə etməklə alınan k dəqiqliyilə bölünmələrə uyğundur.
	Misal 3.2. n=4, k=3 halı üçün 

          (3.1)
düsturunun doğruluğu üçün lazım olan mühakimələri aparaq.


	Dörd elementli  çoxluğunun bütün bölünmələr çoxluğunu iki sinfə bölək. I sinfə bir elementli  blokunu saxlayan bütün bölünmələr daxildir:





II sinfə aşağıdakı bölünmələr daxildir:









	Qeyd edək ki,  çoxluğunun 3 bloka bölünməsinə (aydındır ki, bu bölünmə yeganədir), yəni ə hər 1 bloka növbə ilə  elementini əlavə etməklə yuxarıdakı tam 3 bölünmə alınacaq, (3.1) düsturunu rekurent tətbiq etməklə -ü hesablasaq, alarıq ki,

 

	Burada 



Beləliklə, (3.1) düsturuna əsasən,  və olduqunu nəzərə almaqla  hesablanır.
	II növ Stirlinq ədədi ilə bağlı daha bir düsturu isbat edək:

 













 çoxluğunun bütün bölünmələrinin  ədədinə baxaq.  elementi hökmən istənilən bölünmənin hansısa blokuna daxil olur.  elementini saxlayan və gücü b olan müxtəlif blokların sayı  ədədinə bərabərdir (burada bir  elementi artıq seçilib blokun qalan  elementi  çoxluğunun yerdə qalan  elementin içindən seçilir). Fərz edək ki, B – gücü b olan və  elementini saxlayan belə bloklardan biridir. Hər bir  üçün belə B blokları üçün  çoxluğunun k sayda bloka elə  bölünməsi  vardir ki, B bu bölünmənin bloklarından biridir. Beləliklə,



	n elementli çoxluğun bölünmələrinin sayı - Bell ədədi adlanır və


 harada ki, 

Başqa sözlə, 


























§3. Törəmə funksiyalar.

	Törəmə funksiyalar üsulu kombinator analizin ən geniş yayılmış üsullarından biridir. Bu üsul kombinator analizin kombinator məsələlərdə həllərin sayının hesablanması ilə bağlı sualların öyrənməsində geniş tətbiq olunur.
Törəmə funksiyalar üsulunun tətbiqinin əsas ideyasını şərh edək. 
Fərz edək ki, xətti binomların sonlu sayda hasili verilmişdir:

 	                               (5.1)
harada ki, 


Burada və sonralar z dəyişəni üzərində heç bir məhdudiyyət qoyulmur.



Qeyd edək ki, (5.1) bərabərliyinin sol tərəfindəki əmsallar  elementlər küllüsündən r ədəd götürməklə, yəni r-seçimlə qurulur, xüsusi halda,  olduqda,  əmsalları  r-uyğunlaşmanın ədədləri olacaqdır:

.                          (5.2)

(5.2) ifadəsində  funksiyası

	
ədədlər cütü ilə qarşılıqlı birqiymətli bağlıdır.


(5.2) düstururunda z dəyişəninə müxtəlif xüsusi qiymətlər verməklə, nəzəri və tətbiqi cəhətdən vacib müxtəlif münasibətlər almaq olar. Məsələn,  və  olduqda, uyğun olaraq alarıq ki,

    (5.3)
və ya başqa cür yazsaq:


,  buradan, 

 (5.4)
və ya başqa cür yazsaq:

.
(5.3) və (5.4) düsturlarının hədbəhəd toplanması və çıxılması aşağıdakı münasibəti verir:


uyğun toplananların ayrılması olan


ifadəsi isə Koşi eyniliyi adlanan münasibətə gətirir:

           (5.5)



 funksiyası  ədədlər ardıcıllığının törəmə funksiyası və ya n elementdən r-uyğunlaşmanın törəmə funksiyası adlanır, .



İndi fərz edək ki, tam ədədlərin  ardıcıllığına, başqa sözlə desək, tam qiymətli   funksiyasına baxılır .
Bu funksiyaya 

                                                (5.6)

formal sırası qarşılıqlı bir qiymətli uyğun qoyulmuşdur, bu isə baxılan  ardıcıllığı üçün törəmə funksiyasıdır.

Bəzən  törəmə funksiyasına z-çevirmə də deyirlər.
Törəmə funksiyası kimi eksponensial törəmə funksiyası  adlanan (və ya eksponsial z çevrilmə)


funksiyasına da baxılır.
İxtiyari 


  və 
törəmə funksiyaları üçün toplama əməlini:

,
ədədə vurma əməlini:


və hasil (Koşi hasili) əməlini təyin edək:

 

harada ki,  


Əgər  üçün  isə, onda (5.6) sırasını 

	 
 çoxhədlisilə eynilikləşdirəcəyik.

Hər bir törəmə funksiyasına bu sıra ilə təyin olunan və sıfırın ətrafında  analitik olan funksiyanı qarşı qoyaq. Riyazi analiz kursundan məlumdur ki, əgər sıra yığılandırsa, onda onun cəmi olan  funsiyası bu ətrafda analitik şəkildədir və

 









harada ki,  ifadəsi funksiyasının  olduqda, k-cı tərtib törəməsinin qiymətidir ( funksiyası üçün Makloren sırasını yada salaq, uyğun z-lər üçün ). Beləliklə,  əvəzinə , və   əvəzinə  yazacağıq.

Müəyyən  ardıcıllıqları üçün törəmə fynksiyasını tapaq:

1.  ardıcıllığı üçün törəmə funksiyası aşağıdakı kimi olacaq:




(nəzərə alaq ki,  ifadəsi  olduqda sıfıra çevrilir).

2. 1,2,4,8,... (yəni ) ardıcıllığı üçün törəmə funksiyası aşağıdakı kimi olacaq:



3. 0,1,2,3,... (yəni ) ardıcıllığı üçün törəmə funksiyası aşağıdakı kimi olacaq:






Gələcəkdə sadəlik üçün  ardıcıllığı əvəzinə tam qiymətli  funksiyasına baxacağıq, belə ki,  Beləliklə, hər bir belə  funksiyasına onun z çevrilməsi qarşı qoyulur: 


 z – çevrilmənin əsas xassəllərini verək:

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 
Bu xassəni isbat edək.



6. 

7. 

8. 

9. 

10.
Əsas z çevrilmələrin cədvəlini verək:
1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 


9. 	










Ədəbiyyat siyahısı

1. Qraflar nəzəriyyəsi N.X.Aslanova, J.B.Əhmədova, K.Ş.Məmmədov, K.B.Mənsimov 2014
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